
1-D Interacting model Bosonization + RG (Part3)
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Deriving and RG Sine-Gordan Hamiltonian [1][3][6]

  这一部分会得到如下结论，一维玻色化的luttinger液体，和二维库仑气体，和二维经典XY模型同属于一个普适类：
sine-gordan普适类。二维经典XY模型和玻色化luttinger液体RG方法相似，RG流也相似，具有相似的关联函数。前者描述
涡旋相解离的BKT相变，后者描述luttinger相到CDW相或peierls相的相变。

  讨论一个一维链的低能激发，在 模型的spinless fermion基上讨论，激发都位于 附近，可以展开为左/右行
的场。先处理无相互作用部分，用连续场展开：

   对于相互作用，正规序扣除了费米海占据：

   对相互作用做玻色化：
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  我们可以得到玻色化的哈密顿量：

  定义Luttinger Parameter： ,有：

  定义： ，我们看作 是二维重整化流平面上的变量，即使它们都由共同的 参数关联。

   通过定义新的场，这个定义仍然保证了场的正则对易关系：

   我们有sine-Gordon 哈密顿量，在Luttinger 液体中， 。这个哈密顿量的第一部分，展示一个无质量的标量

场；第二项则展示 ，为左右两支间的散射 散射。这项是所谓的umklapp

process，只在半填充的时候 起作用。我们想知道什么时候umklapp process对无质量标量场起作用，即重整化
判断什么时候umklapp term 是  relevant。

   回顾重整化的方法，要写出作用量，求得配分函数，分离配分函数中快/慢部分做
，利用积分前后的自相似性得到重整化流方程，最终从图上分析相。

   首先，写出配分函数，利用路径积分的方法，作用量 ，线性色散 等价:

   其中 是一个截断，配分函数：

   然后，在重整化的框架下，要分离快慢模式，低能理论本身有一个动量上限  .这个上限的选取表明了高能模式
被"冻结"，只通过虚过程影响低能物理。在critical的区域积分快模式之后具有自相似性，取这个上限附近的动量作为快
模式 ，远离属于慢模式 ，对应于 属于 与 。对于自由标量场的快慢模式 ,是分离的，

，从动量的傅里叶分解就可以看出，不同模式的傅里叶分解由于 属于不同模式此项为零。
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   因此：

  已知：第一：  代入正则量子化的自由标量场的形式，知道 在自由标量场的期望 为： ；第二：

这是因为快模式只在一个 壳层上做积分，这两者最大阶相差它们的方差 ,对应于 阶，为小量；

第三：通过展开期望，发现是个奇函数的积分，则 ;第四，利用先前的结论

  我们得到：

   然后，我们做rescaling ,现在积分区间是 ，相当于动量乘上了 ,对应于坐标除以 ，有：

   变换有效作用量，无质量自由标量场的scaling dimension是零，具有标度不变性，则：

   再者，我们进行对比，现在的作用量是：

   先前的作用量是：

   在这个标度变换中，实际上就是把 沿着重整化流到了 ，由于它们只是单一参数 的形式，变换 就可

以 ,critical 时，为了满足自相似性，作用量一致，则参数 应当满足：

   由于这是在 小壳层上的积分， ，在Luttinger 液体中参数 就得到了：
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   因此，称 ，不论如何调整初始点，都会落到 这个attraction basin,从而流向fixed point,即同时属于一个普
适类，此时 为微观自由度，为 ；而 为 ，之后会讨论重整化流区分的相。如果要想画出

平面的重整化流，在普遍的sine-Gordan模型中看作 是两个独立变量，但是现在重整化的过程中只有 随着

变化，要看到 的变化，需要更高阶的重整化，这个方程文献里没有推导，直接得到结论。观察这个 场的形式其

实和 相变比较类似，从 书的重整化部分有相关的论述。

   现在结合 书的内容从头做一遍这个RG。会看到，二维经典XY模型的相变可以由RG描述，是BKT相变。这
个模型一维量子对应与tomonaga Luttinger模型很相似。它们两者的相流也是类似的，所以我们结合二维经典XY模型的
RG，推导上述模型RG的第二方程。否则，按照本文的方法，就要展开 这一项到二阶。这和 的推导还不太相

似，项数太多我尚没能推出第二方程。  真的用场论严格第二方程推导有一篇文章[5]

   二维经典XY模型描述一个经典自旋间的相互作用，不过自旋被局限在二维平面上，即：

   可以先观察自旋关联函数的行为。在高温下， 是一个小量，配分函数可以以此展开：

   处理这个配分函数有一个图形上的直观技巧，已知两个积分公式：   以及

 。配分函数其实就连接着 点，要么是 ，要么是 。

在这个二维平面上散落着大量的所有 之间的连线。如果连线很长，就会两两缩并，如果连线经过一个 ,就会变为单独
的  ，就会是零，因此，配分函数里面只有closed loop 存在，而关联函数里面只有

，它有了一条线了，它和剩下的要组成closed loop。因此对应于 两点开放，连接这两点的loop
才非零。这个loop最短也需要 个连线，在上式中就对应了 。因此使用领头阶，关联函数高温下如下，关联长度为

   而在低温下，自由能由能量主导，经典自旋倾向于同向能量最低，即 , ,就可以用连续场论积分代
替求和： ，利用场论的数学知识进行计算，连续场论高斯积分公式为 .

   有 ，定义 ,满足 ,这就是二维拉普拉斯方程的解： ，

，其中 作为截断是连续场论必须的，所以不会有 发散，上式的 就代入 。
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   即高温下不存在长程序，低温下存在准长程序。mermin-wigner表明二维有限温没有长程序，但不禁止此模型中的准
长程序形成的SDW。K-T相变认为，SDW形成是因为系统进入了拓扑涡旋的相，即经典自旋的偏转角满足一个涡旋的结
构，  ：

   其中 为缺陷涡旋的拓扑数(topological charge)。升温时，能量被涡旋吸收，从而改变涡旋构型，系统处于单涡旋
相。温度继续升高，单涡旋相和双涡旋相竞争，双涡旋相在基态能量下面会形成束缚的偶极对从而降低能量，而两种相

的构型数目即熵是双涡旋更大，自由能从而看出 低温倾向单涡旋，高温倾向双涡旋，随着温度越来越大，倾

向于四涡旋……,最终进入无序相。整个过程中，没有对称性的变化，但伴随着缺陷对的解离，下面的RG是更详细的分
析，先要得到涡旋的配分函数，先要定义涡旋。

  哈密顿量里面有 这一项，是 格点处自旋相对于 轴的角度，同时， 格点本身，通过定义原点，存在方位角 。对

于上文的  ，其实解就是 .单涡旋 ，画张图就能看出来，比如 的自旋朝向就是完全无

旋的，即场 的旋量， ,另外的 的情况就是完全涡旋的场。总的来说，可以把自旋场类比为电场 ,
对于中心存在着 涡旋的场 ，其类比于只位于中心处的一个电荷，其电荷量为 ，所对应的电荷分布：

。我们可以定义”电势“场 满足：  ，即方程：

.这又是一个二维拉普拉斯方程的解： .。和二维点电荷的电势形式非常
像。利用电势场，可以把经典作用量进行改写：

  在满足总拓扑电荷为零下 第二项为零，而第三项：

  其中 ，注意要在取截断下面分离 的发散部分为core项，因此可以写出配分函数 ,前者
提供无旋的自旋波部分，后者提供涡旋。进一步简化，只讨论 的涡旋，涡旋一正一负配对的所有涡旋数目的构

型，其中 。注意这里相互作用部分还是离散的形式：

  我们需要二维库仑电子气体做一个类比，并且说明低温下这两者同属于二维sine-gordan普适类，并且在最后，说明
玻色化的luttinger液体也属于这个普适类。这个普适类的作用量可以写作 。观察 与 的形式。动能对于

无相互作用的第一项，对于相互作用项的假设，正负涡旋相同数目对应电中性，涡旋拓扑数对应电荷，涡旋相互作用和

二维库仑相互作用形式一致。

   下面做RG，直接处理这个配分函数仍然太复杂了，不过我们可以利用和二维库仑气体的类比计算“介电常数”。在
体系中引入两个电荷(涡旋对)，这个电荷对置于体系外，为 。这两个电荷之间的相互作用会受到这个相互作用电子气

的screening，从而真空介电常数变为介质中的介电常数。对应于配分函数中就是 变为 。我们因此计算两点关联函数

，实际上就是利用格林函数的标度率，其中 就是两个外电荷的位置，得到 ，这是一个和距离无关的观测

量，应当具有RG不变性。所以对于 ，保证 不变，计算标度变换 可以得到RG流，
。相互作用为：两个外电荷之间的，内电荷之间的，内电荷与外

电荷之间的，写为：
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C(x) = ln |x|/2π i = j Z = ⋅Z0 Zt

= ±1ni

≡ exp[− ]y0 Score 
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J

2
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2N
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∞ y2N
0

(N !)2
∏
i=1

2N
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θ+ ∫ r cos θd2 Z0 Zt

ext

J Jeff

Z[r, ]r′ r, r′ Jeff

(J, y)Jeff Jeff (J, y)

exp(− ) = Z[有这两个外电荷r, ]/Z[无这两个外电荷0]Seff r′
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= ∫ ∏∑
N

y2N
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(23)



   电四极子，电八极子的效果对介电常数太微弱了，所以就展开到 阶：

  其中 ，体系就是一对外电荷 和电偶极子 。利用

如下的数学公式，定义： ,令 小量，

，利用 ,
,最终得到( 最小是1)：

  因为 ，把第二项指数化，得到：

   或者

   会看到，在 ，微扰论会失效，即对于 ,反映高温下多涡旋作用难以用微扰论描述。做rescale:

   把 ,分为 两部分，其中 。做renormalize:

  做 ，其中 ，小量展开  ，得到：

  定义 ，会得到和上面sine-gordan RG非常相似的形式的，这就是上面需要的第二方程：

   得到相流应满足 ，是 轴或 轴上的双曲线。在 轴上的双曲线，当 时，全部流向 的线，

而 的部分全部流向 的高温相，critical 在 。低温下相流趋于 ,这说明没有独立
的，自由的涡旋，至少是一组正负涡旋对，说明偶极 。而高温相，涡旋对逐渐解离，变得无序。而相流的

区域描述涡旋从 开始凭空产生，这个区域是unphysical的。

  分析正负电荷相等数目的库仑电子气模型。低温下系统形成束缚态，高温时是经典等离子体。三维下，相变发生连
续对称性破缺，配对形成超流，BEC凝聚。二维下，没有连续对称性破缺，但是正负电荷也会如上文“靠近束缚”，靠的
是形成正负的拓扑涡旋，这种BKT形成的超流具有准长程序。

  我们回到玻色化luttinger液体的哈密顿量，我们知道它属于sine-gordan普适类，其关联函数也应当是一个准长程序，
回顾上一次的一系列推导无相互作用的情况：

   无质量自由标量场的玻色化恒等式：

y2
0
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∫ ∞
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d = 4 dxJ
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3
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1
x
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3
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π3y2 y2 y4

= ty+O ( y, )
dy

dℓ

4

π
t2 y3

(29)

( − ) = 0d

dℓ
t2 π4y2 t y t t < 0 y = 0

t > 0 t → ∞ β = 2/πJ0 y = exp [− ] = 0Score 
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→xi xj
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   其中：

   其中定义的dual field为：

  定义如下的玻色场做玻色化变换，注意变换的是 ,而不是左右行的场：

   玻色化恒等式变为：

   在上一次，还得到了无质量自由标量场关联函数的形式，现在只是做相似的事情，注意其中的Wick定义消掉了几
项：

   这是一个准长程序 ,下面观察sine-gordan模型的相流，由于它的RG方程和XY模型的RG方程一致，它们相流的图也应
当一致：

 

   参数 , .在RG图上， 在 的直线上，该点的这个相是最原始的一维无相互

作用体系，对应了Luttinger液体，这个相的规律满足第一次叙述玻色化的情况。对于TL液体，可以用一个参数描述的，
图上的虚线就是TL液体的参数能处于TL相的范围。两条分界线对应了 和 ,求解方程
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K
( ϕ)∂x

2 y

2π2α2
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K = 1
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y = KΔ K = 1, Δ = 0 x < 0, y = 0

y = −x y = x



,解为 ，对应另一支为吸引势 的解理论存在，但是TL模型不适用没有解。总

之，对于TL模型，在 为 相。y要想得到完整的RG流图要采用一般的sine-gordan模型，要求如果采用sine-gordan
普适类的话，利用公式 ，看作 是两个独立变量 ，则这条直线上对应 的相都属于

Tomonaga-Luttinger 液体，如果这个相想要是TL相，需要计算Luttinger 参数 ，至少要满足 。

   最右侧的区域是unphysical的，因为相流不可能既 又 。对于分离线 上面的区域，为 的区

域，在这个相中， 很大，对应于 式第二项占主导，而第二项存在一个极值：

   为了确定CDW相，观察 随 的函数关系，利用了上一次的公式 ,第一项对应 是一个平滑的场，第二项振

荡。可以看到确实呈现CDW相，而CDW序参量就可以表示为 ,。公式 两个解就对应了010101……和

101010……。在强耦合极限下面，一空一占据以避免最近邻排斥，任意对电荷移动的行为需要能量，这是一个二重简并
的gapped phase.

   对于分离线 下面的区域，为 的区域，这时候有一个很大的负的 ，也存在一个极值，现在第二项期望

是大的正数：

   为Peierls参数，“键强”。 其实就是 与 之间的hopping 键的大小，会看到这个hopping 会
出现周期性的变化 ，化学键强弱强弱……或弱强弱强……变化，这是一维peierls相的性质。因此形成了二聚体
“dimer",移动一个电荷需要打破dimer配对，需要能量，这也是一个二重简并的gapped phase。

APPENDIX : RG Sine-Gordan to the Second Order - Partition Function Method

  作用量为：

   配分函数指数展开到二阶，分为快慢模式得到：
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  快模式取期望，得到有效作用量 ,利用了公式 的性质 ，以及下面的性质：

   还原指数能够得到有效作用量，利用：

   式第一行就是有效作用量的一阶修正，第二第三行就是二阶修正，计算中间的期望 ,取零温，连续极限，利用：

  从这里也可以看到一阶的修正，就是公式 的第一行，修正参数 (Umklapp作用)：

   二阶修正有三部分， , 以及平方项 。其中加号产生 这一项，这一项从scaling dimension来
看在 而不是 时就是无关的，分析XY相变时不用考虑这一项。 和 的一部分会产生这一项，丢掉

后剩下了二阶修正为：

   利用以下性质计算 ,令 ，注意这里 需要是个小量，因为快场只包含动量在小壳层的积分，关

联长度正比于  ,只有 小于这个尺度，即为小量，关联函数才非零：

11 1, 2, 3, 4
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   得到：

   其中的求和式可以用球贝塞尔函数表示：

  对于小的 ,积分为 ，可以把 式最后一项指数展开并保留到 第一阶。另外，对

易第一项 部分，对于 两者接近的时候，令 ，可以小量 展开，到 二阶项，得到（正规

化之后）：

   得到 ,这里的时空是等价的：

  之前的作用量为：

  即修正参数 得到：

  现在要做rescale,renormalize,标度率已经涵盖在 部分里了，

The origin of ICDW phase -- doped 1-D interacting system [2]
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  在处理一维相互作用Kitaev链模型的诸多文章中，我现在读到了四篇采用了玻色化+RG的方法，它们多是采用
scaling-dimension的方法去做RG的。在一阶RG下面求出微扰项的scaling-dimension就能得到RG流的方程。这样做RG的方
法和上面类似，写出哈密顿量，求出两个微扰项各自的标度维数，做一阶RG得到RG流。

  第一篇文章，之前做过报告。讨论ANNNI模型和kitaev-hubbard模型的相似性，给出了Jordan-Wigner变换前后的哈密
顿量：

 

   直接用 式做连续化物理并不直观。我们先唯象的分析相的变化，就先考虑 的情况，文中揭示了拓扑平庸

相，到拓扑相，到CDW相的变化。两个相变点在 附近， 时低能激发是自由玻色类型的，由上文所述 的XY
类型相变描述，相变点在 ,发生gap closing。远离critical,其它相无法拟合central charge,但是在ICDW相中，系统是
gapless，而且存在纠缠，可以拟合接近1的central charge。

  查询AI和一些相关文献，尝试做一些argument。之前的luttinger理论系统从gapless的luttinger相进入gapped的CDW 或
者peierls相，发生XY的  相变。现在kitaev作用的加入定死了中间是拓扑超导相，而且在 下面低能激发，这时候

半填充时Umklapp作用占主导，Umklapp主导的时候费米速度是 ，是一个公度的周期。使得相变就是拓扑-CDW
相变，干掉了luttinger相。luttinger相想要出现就要远离Umklapp的区域，到传统的费米类型的激发区域，它在一维低能
下由玻色激发描述，所以需要加一点化学势。所以这时候拓扑相转变 ，激发是非公度的，系统中形成一系列的

畴壁，这一系列畴壁的整体由于非公度可以做连续平移，作为零能激发形成gapless。之后会看到kitaev-hubbard连续化后
的哈密顿量可以写作：

  其中 对应公度相变，也就是第二项由 的Umklapp主导，而第三项带来了不同周期的 ，用和差化积总

的作用量，再做展开，里面就会有这一项： ，这一项写入sine-gordan总作用量中就是：

  定义新的场 ,有：

   会多出一项一阶导数项，这一项积分全导数不起作用，所以系统还是XY类型的相变，还原到原来的sine-gordan普适
类，但是这个定义新的场会改变边界条件，之后会看到 在其中被称为“平均密度的偏离”的作用。

   下面先回顾Mott transition形成CDW的过程 ,在晶格体系里面，电阻的产生伴随着电子和晶格的散射过程，晶格吸收
动量一定是 即的整数倍（离散平移G不变性），这个散射过程动量的改变就是 ，在

一维中这些 的选择是很有限的，只有 ，即四分之一布里渊区，即电子为半填充。这个散射过程称为umklapp
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散射，只在半填充明显。远离这个填充数的散射过程，系统呈金属相。在上文的讨论中相互作用项就可以写为这样的玻

色场形式 ,这个形式在 时是以 为代表周期的 形式：

   我们可以先粗看dope的作用，就是令新的动量为 ，则 ，原来的哈密顿量就会变为

如果回看这个哈密顿量：

  可以看到Umklapp项取代的 的位置，其物理上类似于这个一维体系中有一个 为周期的势。注意 式是连续场论

的结果，在连续场论里面引入半填充的条件，umklapp作用使得我们可以从连续场论出发引入晶格定义为作用在电子上
的周期势。实际上所有的CDW哈密顿量都可以写作一个普遍的形式：

   代表了公度的部分。 代表了一个格点上一个电子， 代表两个格点上一个电子…… 项产生非公度的部

分。比如说在 时，高阶umklapp过程为 ,在高阶微扰论中，可以出现两个电子和两个电子之间的散射，即可
以把四个电子从 散射到 从而整体动量改变为 被晶格吸收产生CDW电阻。如果计算基态粒子数，改变化学势，比
如先到了四分之一填充的CDW相，一个gapped相。再增加化学势先要跨过这个gap,就会发现基态总粒子数不变的化学势
范围，然后才能进入非公度相，改变基态总粒子数，然后才进入半填充的CDW相，这个哈密顿量是非常普适的。

   这个哈密顿量就描述了两类相变LL-Mott和C-IC相变。LL-Mott相变第一次就推导过了，这里有一个关键点：Gap从

能带色散看出： ，是否有这样一个结论，相互作用足够大的时候，Gap足够大可以跨越两个公度相

之间的非公度部分，使得非公度相消失，是否只要是足够大的 ，一定能看到ICDW-CDW的相变？在我的结果中 较小

的ICDW相大的周期， 大的ICDW周期为2，有CDW的周期，但是纠缠熵仍然呈现ICDW的gapless结论，并非CDW。

  描述公度和非公度作用量的方法可以参照 式，目标是求格林函数的标度率，用玻色场表示格林函数为

，现在加入非公度部分， 式表明可以还原原来的sine-gordan作用量，只要做变量代换
，因此此时的格林函数为：

  所以完全可以按照 式的处理方法来做RG，只要加入以 表示的  项进入作用量部分就可以了， 式

中，已经做了一阶的微扰展开得到：

   这里计算上有一个关键点：原来自由玻色子关联函数具有时空等价性，因为线性色散下二维欧式空间坐标
,现在的这个非公度势的加入，只作用在实空间，不会随时间改变。就像经典的一个弹簧的运动，给它一

个非公度的周期势，看他随时间的变化。因此 项的引入会破坏时空等价性，做重标度的时候时空要分别标度：

。所以这样的话有三个参数参与重整化，之前的 ,和时空的差距 , 式中的 就是认为引入

的，反映二维欧氏空间中 演化不在处于一条线上：

  仍然采用和 式相似的方法，可以得到和 非常相似的式子，只不过多了一个时间重标度，以及一个额外的 项 ,来
源于积分 过程中出现的球贝塞尔函数 :

4 = 2πkF 8
–

√ cos

HU

H

= ∫ dxU [ +  h.c. ]1

(2πα)2
e−i4 xkF ei2 (x)2√ ϕρ

= + ∫ dx cos( (x))H0
2g3

(2πα)2
8–√ ϕρ

(58)

4 = 2π/a+ δkF =ei4 xkF eiδx

= ∫ dx cos( (x) − δx)Hu
2g3

(2πα)2
8
–

√ ϕρ

H = ∫ dxV (x)ρ(x) = ∫ cos(4 x)ρ(x)V0 kF (59)

V0 4kF 43

= ∫ dx cos(n (x) − δx)H 1

2n

g 1

2n

8–√ ϕρ (60)

n n = 1 n = 2 δ

n = 2 = π/8kF

−kF kF G
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   得到相似的重整化流，其中 在RG的过程中保留了 部分：

   讨论球贝塞尔项的作用，实际就反映了判断系统处于C或IC相和系统尺度密切相关。球贝塞尔函数满足
以及  。这启发可以定义系统中的一个尺度 ,当 时，系统 ,RG流退回

sine-gordan模型的RG流，系统呈现CDW相，也就是x在远小于非公度周期的尺度上系统表现得如同公度一样，系统至少
要 的大小才能感受非公度的特征。另外，当 时， 振荡非常迅速，平均效应是零，系统呈现

Luttinger特征。

   在上面的过程中，我们是固定了参杂，调整参杂的过程中，只要它非零总有非公度相。实际上我们调节的是化学
势，并不固定总粒子数，在调整化学势的过程中参杂和化学式应当有一个关系 ,在无相互作用时这个关系应当是线性
的。有些化学势形成非公度相，另一些形成公度相。所以可以把 看作在给定化学式下面的粒子总数，可以作为标度

不变量。而观察非公度参杂部分 的标度变换，什么时候RG流会流到 的公度相。取巨正则系综，给出系

统总粒子数，其中 ：

  再做一遍RG的过程，其中 ,只需要玻色化新的 这一项，从上一次的 式看出为： ,因此这一
项可以和自由玻色场配完全平方，使得 ，得到下面的配分函数。从这个过程得到的结果对比之前的非公度

部分的作用量，两者一致可以看出参杂和调化学势都是可做的 ,所以参杂表示为

   仍然是仿照上文的方法做展开，如上文做到二阶，最终可以得到方程 ,以及RG流的方程：

   如果没有第二项，RG流就如同自由玻色场的RG流，此时得到的化学势就是正比于参杂。第二项也即 项倾向于让

斜率变为零，从而降低 到零的公度CDW项。可以看到右边这两项的竞争决定在 和 的大小，大的 即相互作用使得系

统往公度CDW，而改变 即 系统可能处于LL也可能处于CDW，因为如上文所说CDW是要跨越Gap的。上面的说法一
个问题是我们是对 的小量展开，而之前的说法形成CDW需要相互作用 。在RG流流向无穷之前，它已经进入了
强耦合区域。大的 相互作用形成CDW本身理论上就不是微扰论能做的。也就是说，玻色化-RG的方法可以处理LL相，
但是C-IC相变位于强相互作用区域，系统是Gapped，找不到低能激发。

   为此，Luther, Emery有一个解析的方法，利用refinement，先从公度的情况出发，关键是关注到了在一个特殊的相互
作用参数下哈密顿量是可解的，我们回顾玻色化的过程公式 :

   对相互作用做玻色化：
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  我们可以得到玻色化的哈密顿量：

  定义Luttinger Parameter： ,有：

   就是这个特殊点，我们现在讨论一个普遍的一维相互作用体系， 独立，而在 模型中就对应了

。数学上，公式5取K=1的时候，前半部分回到了无相互作用的情况，可以用一个无相互作用的费米哈密顿量表
示；后半部分只要稍作变量代换 就可以发现回到了无相互作用二费米子的情况 对应

四费米子项 , 对应二费米子项。物理上，我们考虑一维低能激发能带来的所有散射类型， 的含义就是左右行

场之间的Umklapp相互作用，这从 式可以看出， 项带来的就是一般的interband,intraband相互作用。相互作用的第一项
我们确实无法写成二费米子的形式，但是当 时原式前半部分就会回到无相互作用的形式，这时候只剩下了

Umklapp过程，如前所述，Umklapp过程如同施加晶格周期的势能场，电子在这个固定背景中运动，彼此无相互作用。
现在对 公度(Half-filling)情况求解 ,第一项就是无相互作用，另一项，利用：

  得到：

   这是个无相互作用哈密顿量，可以对角化，其中 ：

  可以看到Umklapp项对打开Gap的贡献，这也符合它如同施加晶格周期的势能场形成CDW的性质，能带图为：
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   可以给一定的化学势，如果仍然在这个GAP中，系统是公度的。重要的是此时 对应于 而LL-C相变
点为 （这篇文献RG K定义小为CDW），可以说系统处于CDW中，因此可以以LE线的解作为“无相互作用”的
情况，这是一个CDW相中的“无相互作用”，可以以此为基准做CDW相中的RG，微小偏离LE线只是会改变Gap的大小。

   现在处理非公度的情况，这等于说化学势跨过了Gap,进入了Upper bond。讨论非公度比较弱的时候，化学势刚跨过
上能带底，此时观察到如果考察低能激发，在上能带底的激发仍然是线性的。因此我们看到LE线附近的低能ICDW相，
在一组新的基下面 ,具有LL相类似的性质。因此上文的LE无相互作用哈密顿量只取 部分，分解为左右行的场

，因此无相互作用的部分为 ,其中 现在是上能带的费米速度，这里面等价于原来的H_0和Umklapp作
用：

   现在的相互作用部分：

  处理相互作用仍然到这里的四费米子部分，就是最通常的用新的一组基表示相互作用。在此略去许多步骤，最后对
这个哈密顿量考察临界指数可以得到，无相互作用的时候：

   注意这里只对小的doping有效。在LL相中， ，ICDW的类LL相中： ，中间

一些常数不重要，总之有一个 的修正项，来源还是最开始的变换系数。

   最后，来讨论此时准粒子激发的图像。在最后的费米表象下，称为空穴子(Holon)，在dope较小时，holon表现就如同
自由费米子。在先前的玻色场下表象下，称为孤子(Soliton)。从玻色化的结论中，电子密度可以由玻色场给出：

   从上文哈密顿量极小化的两项可以看出，参杂项希望玻色场线性变化，而公度Umklapp希望玻色场是一个常数。从
式可以看到，公度的CDW，玻色场期望是常数，对应于密度是一个确定的周期。现在加入参杂，许多参杂玻色场会连

续，现在如果只有一个空穴子激发，即一个参杂。从holon的角度是 变为了 ，CDW序反
号，系统中出现筹壁。从soliton的角度原本是一个平台的玻色场变为了两个平台在 时不变，仍为 ,而在

区域密度给出 ，第二项仍然是零，第三项常数的引入跳跃了一
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个周期，电子密度为 。标量场 ，称中间产生了一个扭结(Kink)(静态拓
扑缺陷)，定义为：

   这说明一个激发holon，产生一个kink，玻色场向上跳一个平台，有限的参杂在无穷系统中产生无穷的holon,产生无
穷的kink，这些kink连接着玻色场的平台，如上图所示。ICDW相中间有一系列的筹壁，非公度排列形成了非公度的
CDW序，筹壁移动还几乎不消耗能量。对应玻色场中一系列可移动的跳跃点，对应于一系列的孤子激发。

Deriving and RG Spinless Kitaev-Hubbard Hamiltonian

  第一篇文章[8]，利用转移矩阵方法处理经典ANNNI模型得到一维量子模型，用JW变换到spinless fermion表象，两种
等价的哈密顿量为 ,其中 ：

   第一项就是XY模型，上文说了XY模型等价于无相互作用LL作用量，它的玻色化形式也应当相同。第二项：

   第三项，知道 ，则为： ，总的哈密顿量为：

   现在做一阶RG，幸运的是在一阶RG中，参数 和参数 是分离的，因此只需要考察各自的标度关系就可以了，利

用 式的结论，以及无质量标量场的标度维数为零，可以由下式看出：

  相变分界线为：
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   用DMRG，可以通过拟合纠缠熵看到相变，拓扑相为Gapped,相变时关闭能隙，系统gapless。可以用CC公式拟合
central-charge，理论上整条线上为Ising相变 , ,除了在 轴上，为XY相变 ,在整个ICDW相中，拟合central-charge
是接近1的值，其余central-charge 都是零。

   

  第二篇文章[7]，分析了majorana的稳定性，将其归因于体态超导能隙的稳定性，在弱相互作用区间用RG分析超导能
隙是如何被重整化的，对Luttinger Parameter 的分析有启发性。上一篇是 的作用，这一篇就是 对于超导能隙 的作

用，化学势为零，哈密顿量为：

  可以用上文相似的方法做玻色化，我这里就略去过程，在半填充下，得到玻色化哈密顿量相互作用一是提供luttinger
parameter ,代表前向散射；二是提供Umklapp process ，代表周期势场：

   做RG由于前向散射的引入，不得不做到二阶RG,仍然仿照上文去做，可以去猜结论。因为我们已经有了 项的结

论，而且 项对应 和 项对应 是独立的，所以可以直接变量代换， 以及 看出两者的一致性，直接

给出：

   其中  , 为晶格常数 ,  以及s .分析相变，对于 的部分仍然是和之前一

致，以 分界的 相变。远离half-filling时，U的作用很弱，可以忽略 项，我们可以求解RG流 ,不同于上文，现在
求解的是 的作用：

   可以用数值积分的方法，给定一组初始值 画出RG流:
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   这里的几个参数 代表了p波超导配对项，也代表了超导能隙。 代表了前向散射， 是吸引相互作用，

代表了排斥。总体上来看，RG流上对于 时， 都会流向强吸引区域， 会减小到一个有限值，有限的超

导能隙保护了majorana,这是一个拓扑超导相。对于 时，RG会流经 ,而且流经 时对应GAP最小的
时候，从公式 代入 看出，如果 ，在此时GAP也不会闭合，也就是在

系统仍然保护majorana。在理想情况下，这两种RG流都会流经 这个Kiteav Chain
的点，呈现明确的majorana。下一个区域对应 ，这个区域中最终都会流向  ，

.这是一个Luttinger液体相 ,系统gapless,关联函数power decay。
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