
Measuring correlations of Majorana in flat-band
with quantum metric

REF

Measuring "Distance"

   许多情况下我们需要描述量子态之间的关联。比如Anderson insulator, 描述因为无序杂质的相位屏蔽，形成局域在每
个格点上的波函数，它局域的程度如何。比如Kitave model中两端的marjorana，两端存在波函数的峰，是否会因为相互
作用的引入使得两个marjorana之间存在明显的关联。一种描述的方法是关联长度，我直接观察波函数的弥散程度来考察
它影响的范围，可以通过计算格林函数，或者是一些数值的方法去拟合。在这里希望通过一种普适的“距离”的定义，表
述量子态之间的关联，从而定义一种关联长度“quantum metric length",来解决上述lieb-Kitave模型中出现平带超导时，关
联的问题。

   大致思路如下：计算关联，我们可以直接计算overlap，如果用  标记哈密顿量， ，不同量子态之间的overlap为
, 可以通过无穷小的 变化 ，对其积分得到。而在希尔伯特空间中无穷小变化是可以定

义距离微元 的。需要关注真实的态矢生活的物理空间是投影希尔伯特空间，即态矢可以任意改

变相位，“距离”不变，需要在一般的“距离”定义上增加一个规范。

  线性空间的度量方式由度规矩阵与坐标微元的二次型给出，在这里我们忽略了 展开的二次项，得到了张量

的表示，其中 ,而 是度规矩阵。

  接下来把度规矩阵分为实部 与虚部 。量子态的内积矩阵是厄密的，如同：

  这表明实部 = ，虚部 。但是 满足交换对称性，即 ，上面矩阵对应

, ,即 ，得到：

  下面要考虑量子态满足的限制，量子态可以乘上任意相位，而度规矩阵规范不变。 不好，需要寻找规范不变量。

记 ， ， ,利用归一性 ,

  其中 称为Berry Connection贝利联络，上面的推导还需要用到它是一个纯实数，可以从归一
化条件出发：

  对参数   求偏导数，得到：

  展开后得到：

  这表明：
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  换句话说，  是一个纯虚数，即Berry Connection是一个纯实数，可以得到规范变换：

  我们考察Berry Connection的规范变换：

   因此，我们找到了规范不变量 :

  综上，可以定义Quantum Geometric Tensor：

   其中：

   Math: 复射影空间   是复向量空间   中所有非零复向量的等价类的集合。两个非零复向量  
 和   等价，如果存在一个非零复数  ，使得  。投影希尔伯特空

间就是通过 等价的，对应空间为 。 上面的Fubini-Study 度规在  的对称群  
 下不变，它在投影希尔伯特空间上就是我们的quantum geometric tensor。

   计算overlap,注意Berry connection纯实数，所有展开都最大保留到微元的两阶：

   因此 ,得到了guage invariant的表示：

Solving QMT --- Approxiamation and Example

   我们假设绝热近似，非简并微扰，讨论基态波函数永远处于基态对应能量 ， ；先进

行微分 ，再左矢 ，对比等号左右可以得到Feynman-Hellman关系：
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   因此：

   Berry Curvature 的定义以及分量形式是：

   如果仔细观察 虚部 的形式，是正的上三角矩阵加上负的下三角矩阵，容易发现：

  这说明：

   如果基态有简并度，可以用拓展的Feynman-Hellman关系得到相似的结论：

   例子:在磁场 下的自旋 模型。磁场强度 已知，磁场角度缓慢变化可以应用绝热近似，两个本征态 应当是

沿磁场的两个方向的两个态，而哈密顿量参量只和磁场的空间角 有关，哈密顿量为：

  本征值与本征能量为：

   计算  :

⟨ ∣ ⟩ =  if n ≠ 0ϕn ∂μϕ0
⟨ | H | ⟩ϕn ∂μ ϕ0

−E0 En

⟨ | H | ⟩ =ϕ0 ∂μ ϕ0 ∂μE0

(11)

Qμν = ⟨ | (I − | ⟩ ⟨ |) | ⟩∂μϕ0 ϕ0 ϕ0 ∂νϕ0

= ⟨ ∣ ⟩ ⟨ ∣ ⟩∑
n≠0

∂μϕ0 ϕn ϕn ∂νϕ0

= ∑
n≠0

⟨ | H | ⟩ ⟨ | H | ⟩ϕ0 ∂μ ϕn ϕn ∂ν ϕ0

( − )E0 En
2

(12)

(k) = i (⟨ (k)| × | (k)⟩)Fn ∇kun ∇kun (13)

= i (⟨ (k)| (k)⟩ − ⟨ (k)| (k)⟩)Fn,μν ∂μun ∂νun ∂νun ∂μun

Qμν σμν

( )
a− ib

a+ ib

= i ( − ) = −2 Im = −2Fμν Qμν Qνμ Qμν σμν

= −Qμν gμν
i

2
Fμν (14)

=Qμνij ∑
n≠0,k(n)

⟨ | H | ⟩ ⟨ | H | ⟩ϕ0i ∂μ ϕnk ϕnk ∂ν ϕ0j

( − )E0 En
2

(15)

B 1/2 B +，−
(θ,ϕ)

H = μ ⋅σ⃗  B⃗ 

= μB ( sin θ cosϕ+ sin θ sin + cos θ)σx σy φ̇ σz

= μB( )cos θ,
sin θ,eiϕ

sin θe−iϕ

− cos θ

∣+⟩

∣−⟩

= ( cos , sin )e−iϕ/2 θ

2
eiϕ/2 θ

2

T

= (− sin , cos )e−iϕ/2 θ

2
eiϕ/2 θ

2

T

= ±μBE±

Qij



  最终得到了：

  从几何的角度可以解释这个 ， 是复流形上的一个度规，即可以衡量该流形上两点的距离，在参数空间 中，

流形上两点的距离是半径为二分之一球面上两点的最短弧长（测地线距离），用几何关系可以推得:

  对于Berry curvature,又称它为“动量空间的磁场分布”，在 两分量足以描述弧面，我们先把它从球坐标转化为

笛卡尔坐标中的形式，需要用三分量描述：

  其中 即动量空间坐标，Jacobi行列式的结果是:

  可以看到， 向 为 ，这也说明了自旋1/2电子磁场应当有形如 的形式，从这里就可以计算缠

绕数等物理量，计算结果是符合berry curvature性质的。(计算有问题)

Another measurment -- Quadratic Spread and it's relation with Quantum
Metric
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Introduction to Majorana

Solving Lieb-Kitaev model with Exact Diagonalization

  研究的对象是Lieb-Kitaev模型，这一节先求解，由于哈密顿量都是二费米子算符，实空间中的单粒子表象可以求
解，k空间中的能带也可以画出，并能够得到波函数的形式；更进一步在马约拉纳表象下可以直观的了解对角化的过
程。有关Lieb-Kitaev模型存在的物理在下一节介绍。

  lieb-kitaev模型的作用形式如图所示：

  lieb模型一个原胞中有 三个基元， 基元上有势能 ， 基元上面没有， 基元上面有势能 。（ 的作用

是什么）。每个 基元都和最近邻的四个基元之间存在hopping，用 描述 ,而原胞与原胞之间也存在hopping，用 描

述，化学势 存在于每个格点上。向lieb模型中加入配对相互作用，期望生成p波超导，配对相互作用存在于原胞与原胞
之间，用 描述。取开放边界条件一维链，总的哈密顿量为：

  下面先在实空间写出哈密顿量的矩阵形式：对于哈密顿量的配对部分，是一个类似于 的形式，这提醒我们需要

用 维矩阵描述，N是原胞个数，6是基元数目*2。每六个的basis是： ，或者叫做nambu basis。
那么哈密顿量的矩阵能不能就把这些元素逐一按照basis填入呢，最终写出来这样一个矩阵？

  这忽略了 哈密顿量自带的一个变换规律 ,当把所有带 变为 ，所有 变为 时，哈密顿量整体上添加一个负

号。虽然在哈密顿量的onsite部分不满足这个变换规律，但是可以稍加修改 等价于 常数收入

哈密顿量中，整体满足这一规律。这一规律如果应用到矩阵上面，定义变换算符为 ,则有 。这个变换

的数学形式和时间反演算符很相似，在我们的 中 的数学形式应当为反幺正的 。泡利X矩阵
让 变为 ，复共轭算符 的平方提供了负号。
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  考虑一个二次型费米子哈密顿量，写成矩阵形式：

  变换矩阵，如果参数都是实数：

  就是要让：  ，更一步的，如果 本身也是矩阵的话，满足 哈密顿量的矩阵应当有如下形式：

  这个变换我们通常称为粒子-空穴（particle-hole）变换。超导 理论说会形成cooper pair，也就是说 哈密顿量

包含着成对激发的粒子和空穴对，满足粒子空穴对称性。但是我认为这种说法是一种冗余，因为只要是单粒子表象二费

米子算符我总有方法把哈密顿量转化为粒子-空穴对称的形式，换句话说，只要哈密顿量可以选取
这样的前三者和后三者为复共轭的关系的basis，对应的扩展basis后的矩阵就需要写作上面的形

式。可以考虑一个最简单的无相互电子气模型，可以选择 作为basis求解，也可以冗余的选取 为basis，只要把常
数收入哈密顿量中，然后就会解出一个 的电子和 的空穴，满足“粒子空穴对称性”。实际这个空穴没有意义，加入
常数之后只有这个电子的能量。无相互电子气模型扩展basis完全是冗余，而这里由于配对相互作用的引入非对角元上有
了元素，必须要引入扩展的basis。如果不引入那肯定是错的，如果引入了我一开始写的只有一半的矩阵那就不满足数学
变换的规律，不得不写。所以 是比较真正的粒子-空穴对称性的。所以如果能带的说法仍旧适用的话我们还是需要
两条对称的能带，而不是扩展之后产生的粒子的能带的翻转 .给出半满Hubbard模型 时的粒子空穴对称性比较合

适 .

   因此我们对角化如下矩阵:

  做对角化，结果：
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  参数： ，改变横坐标 ，记录对角化得到的本征值 ，实空间本征向量

，以及格点上波函数的衰减规律 。现象：

一、能级，存在两个能级 ，存在锥于 ，能级 仅在 存在。

二、能级 对应波函数仅在开放边界的两端存在非零峰，与寻常能级波函数不同。

三、非零峰存在指数衰减，衰减非对称，且有两套衰减模式。

Quantum metric solution of localization length in k-space

Solving analytic form of wavefunction

  下面的论述尝试说明，为什么在靠近边界的部分存在 的衰减模式 ,内部的衰减模式可以用 来衡量。首先就

是要把 空间的marjorana波函数解析的写出来，换言之需要排除正常波函数的干扰，近似保留 的波函数部分。

先对Lieb-Kitaev模型做傅里叶变换到k-空间，比如（注意 都具有 坐标，而不是 ，否则不具有 平移不变

性了）：

  总的PBC哈密顿量为：

  其中 ， 。而从PBC到OBC，加入的哈密顿量删去了首尾的连接，类似的在

nambu表象下面写出一个大矩阵：

V = 0.2J, t = 3 ∗ J, Δ = 0.6t10−4 μ energylevel

|wavefunction| ln|wavefunction|

E = 0 μ = |2t| E = 0 −2t < μ < 2t

E = 0
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  总的哈密顿量就是 对于 .由于不再对于格点求和，哈密顿量不再是分块对角的。也就是说解析上来看
仍然要对角化一个大矩阵，所幸我们观察之前的马约拉纳能级，再观察PBC的Lieb-Kitaev模型k-空间应当具有如下的能
带：

  观察到能带中出现平带，在 较小时，平带能级中产生激发。如果我们对于k-空间的大矩阵basis做近似，只保留平
带能级的basis,一般是不完备的。但是这里当激发处于平带上时，更进一步，当 就是完全的平带，平带的能带宽度

远小于平带到导带的距离，几乎不可能跨越能带激发，因此可以用平带basis近似。我们先求解 能带，这是容易求解的

分块对角矩阵，得到平带本征bloch函数 ,再把 用平带bloch函数 展开，求解对应于 的本征函数：

  其中 是平带basis的数目 , 是nambu表象orbital数目， 是 本征值，平带产生湮灭算符 通过基矢

变换 与原本能带产生湮灭算符 联系。给出试探波函数，它是平带波函数 的线性组合：

  代入哈密顿量中，可以求解对应 ，参数 的值：

  可以把平带波函数 用原子轨道展开：

  原子轨道波函数表示的是局域在 附近的 轨道波函数，指数 构造Wannier基，展开系数参数为能带函数联络能
带n与轨道 指标。由于二次量子化的 非常小，而回忆 的Wannier函数构造方法，知道这里的原子轨道波函数 相当局

域，可以用 代替，带入上式就得到了结果

  综上所述，总的平带波函数就可以表达出来了：
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  更直观的，可以把这个波函数写作左右两个端点处波函数的线性组合：

   其中， 在 中。只有两步需要计算，第一步对角化 ，第二步解出参数 ，用它构造 。再

仔细考察公式29，它是一个列向量的形式：

  从中发现，波函数 和能带函数的orbital指标是一一对应的，并不存在由多个orbital在 处的波函数线性组合的情

况。再对于上面得到的结论验证两个端点处的一致性:

Separating particle-hole part from orbital part

  （下面一堆线性代数）我们先做第一步，按照上一节的近似方法，把哈密顿量用Lieb模型的平带基做展开，这样六
个基的矩阵可以被简化为两个基的矩阵。lieb模型的哈密顿量是一个三维形式：
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  有三个本征值，其中本征值近似为零的就是要寻找的，是 ，这个本征值对应的本征向量为：

  对应于particle分支相应的基就是 ,同理把对应于hole分支的写出来，总的基矢变换可以写
作：

  把基矢变换作用到哈密顿量矩阵上面：

   就是对角化矩阵，得到接近零的本征值 ，而 就是特征向量归一

性，得到 ,把这些结果带入，得到：

  第二步我们直接对角化中间的矩阵，定义它是  定义它的本征向量为 ，

，这样就有：

  第二步对角化的结果是：

  在这个结果在中可以乘上相位 。观察公式 ，发现矩阵中的就是单带Kitaev模型的哈密顿量。因此，lieb-
Kitaev模型把Kitaev链放入Lieb晶格的结果并不会改变Kitaev链的物理，仍然具有Majorana的物理。做的只是改变一个
basis到 平带上面，从而可以在平带体系中研究该问题。总的本征向量因此可以做直积展开：

，其中:

  现在回到波函数的形式，公式 右半部分：
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  其中任意的基都可以按照公式 做直积展开，我们展开  ,利用直积的性质
 :

  四项逐一计算，注意 是PBC下面得到的接近于零的，平带上的能带函数，对应于公式 ，具有性质

而在加入了OBC之后，我们期望得到满足马约拉纳代数的严格的平带 ，第一项为：

  同理，可以得到：

  其中用到了 ，同时还有：

  这两个关系就是两个端点处的马约拉纳波函数的形式，在公式 中待定系数写出了波函数，需要严格对角化确定

系数。我们也可以待定A轨道的波函数，把其它波函数用A轨道波函数表示，最后确定A轨道波函数就可以了。在开放边
界条件的两端，B轨道，C轨道波函数与A轨道波函数有简单的关系，还是要从实空间波函数出发，总的待定波函数可以
直积展开 , ,其中 对应二个基的particle-hole部分，对应的实空间矩阵是2*2的四个分
块，就是公式 :

  粒子空穴对称性就要求有两个相互反号的波函数。或者考察对应于   和   的两列，写出当本征值为零时求解本
征函数的方程：
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  如果没有配对相互作用项，确实 和 都可行，那是虚假的粒子空穴对称性。现在有这一

项从上面这个公式来看似乎仍然都可行，但是这是一个100维的递推式，在V远大于 情况下比如假设只有A轨道，可以
简单编一个程序，结果非常的神奇 ,小量 让波函数剧变。因此要得到我们所需的波函数，必须使用

# V=1 Delta = 0.01
# particle = hole ,这种情况解出来正常波函数，类似波动形式
for s in range(N) : 
  H[s,s] = -1
for s in range(N-1) : 
  H[s,s+1] = 0.01 
  H[s+1,s] = -0.01   
# particle = - hole ,这种情况解出来波函数两头翘起，中间为零
for s in range(N) : 
  H[s,s] = -1
for s in range(N-1) : 
  H[s,s+1] = -0.01 
  H[s+1,s] = 0.01   

  另一方面对于 而言对应三个基 的轨道部分，对应的实空间矩阵是3*3的九个分块，同样从实空间矩
阵写出对应于 的方程(particle部分)：

  这样就可以在假定 的情况下把其它轨道表示出来了，就是：

  因此后面两项：

  把这四项组合起来，最终得到了(代入 对应PBC的Lieb-Kitaev模型本征

值)

  曾经，在 之外，有许多包含着k的项。现在在平带近似下都消失了。这些包含着k的项全都会对计算QML产生
影响，现在只有 包含着k,就只是轨道的部分。这就是说Kitaev部分预言了marjorana,它的衰减只受轨道部分调控，毕
竟Kitaev chain 也是要放入一个具体的Lattice中的，边界之外的事情就只归Lattice管了。

Original Definition of Quadric Spread
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  下面要说明，第一，QML可以描述平带波函数弥散的度量；第二，马约拉纳波函数可以写作两个关联长度指数衰减
的过程，其中一个关联长度就是QML。对于第一个论点我们忽略具体模型，仅仅假设该波函数对应平带 , 

，这对应上一章第一节没有引入具体哈密顿量时的解析能带表示。定义：

  我们想用方差描述展宽，而如果quadratic spread是一个好的定义，它需要满足规范不变性。先普适的看看规范不变
的quadratic spread形式，定义局域在R处的n能带wannier函数由bloch函数 组成：

  bloch函数 由周期函数与平面波组成：

  现在要研究定义在左边界上的wannier函数的扩展性，也就是wannier函数

  用上面的bloch函数展开wannier函数。得到：

  类似的得到：

  如果作用规范变换：

   改变一个晶格矢量，但是 依赖于规范，需要做修正，定义：

  定义投影算符：

   得到 :

MZM
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   其中 对应 ，利用 ，得到：

  得到 里面有一项关键的  :

  可以看到这一项就是规范不变的， 也就是量子态之间距离的定义，可以用之前的Quamtum Metric Tensor来描述：

  也可以直接变换 得到QMT的形式：

  另一项 在一维的情况下可以通过选取Wannier基让这一项为零：

  由于 ,如果选取Wannier基 是投影x算符 的本征值 ,这一项可以为零，注意到 非负，一维下是它的极

小值，而三维情况 通常不能同时为零，即Wannier基通常不能同时是非对易的
的本征值，计算就复杂。Lieb-Kitaev是一维模型，通过选取规范可以不考虑这一项。因此，我定义的

QSL应当是 的极小值，只保留前面规范不变的部分，这一部分可以用QML来描述，选取规范，从而抹掉后面
一维体系为零的部分。

Calculating QML with the definition of Quadratic Spread

  这里存在着一个问题接下来要计算的物理量是  而去掉后面这一部分，原文章的解释是：   区别于   by a
model-dependent constant in the order of lattice constant a. For instance, in the Lieb-Kitaev model this constant becomes zero in the
flat quasiparticle band limit as shown in section.这个说法是不是把后面这一项认为是 ,在作图Fig3时不影响斜率从而不去管
它。但是后面这一项根据您所引文献  [68] N. Marzari and D. Vanderbilt, Phys. Rev. B 56, 12847 (1997)中公式 ，应当是

。而 根据Fig2(d)(e)，不会是 ,这个平带中constant becomes zero解释我其实不太明白。

  我再想了一下，这里和文献的定义是有区别的，不过没有问题，用本文的定义足够推出后面一整套，而且也能写作
guage invariant 的QML形式。实际上参考文献定义是： ， 与 差异是来源于模

型而非规范的。因此在下一节会看到基于 也能得到QML形式。

  回顾之前的讨论，Wannier函数可以用组成它的bloch函数来表示QSL, 可以用二bloch函数项描述，现在如果仍然
把marjorana波函数看作是Wannier形式的话(之后作图验证正确那确实可以这样看作)，由于开放边界条件的加入，会出现
公式 导致的四bloch函数项。这些bloch函数对应于非平带Lieb模型，用它们组合为平带模型。这样需要用四个非平带
的bloch函数，非平带的 来描述平带的localization length。该文章说明这样的描述是可行的。计算

，上一章直积分解particle-hole部分和orbital部分已经给出了相关的形式：
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  其中 是Lieb模型本征函数，具有bloch形式，做内积：

  代入 的形式：

  这里的问题是我大概计算了一下和文章中不同。文章里是 ，理由是rank1矩阵的作用类似于一个常数，但是计
算下来不一样，符号怎么办，e指数项是否是通过整体上对 求和去除的？

  如果对的话，

  下面我把 拆开，逐项计算。观察到需要对 求和 ,得到原子轨道函数，观察到它应当有倒空间周期性：
，对它有性质 ， , ,再利用 纯虚数，第一项：

  第二项：
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  第三项是一个模型无关常数 ，把这几项组合起来就是：

  前面具有QML的形式：

   计算QML：

  这里我也没有求出来，只能假设它是对的。问题第一是把 带入QML计算公式中是无法得到这样简洁的结论的，
就算做 近似也得不到，量纲分析上也对不上。问题第二是 正比于 。这是对的因为每次求导都会贡献一个

。下面一步是定义了k空间QML平均，理应也正比于 。但是他说 ，是不是少了一个 ，最终

得到的Fig3图像也是这么说。

  这样是得到了线性的结论： 。我估计这其实也不重要，因为原子单位制 也影响不了多少，关

键的是发现了 只依赖于 而不依赖于 ，当  and ，关于 正常的关联会在下一章叙述。

Calculating localization length

  之前，给出过波函数的解析表达式：

  分离particle-orbital部分给出过简化的形式：
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  现在就要做这个频率求和，取大N极限转化为积分，定义： ,先找到极点 ,利用：

  找到六个可能的极点，注意这里要求 ， 才非极点：

  围道积分的值等于围道内的极点对应留数求和，这六个都是简单极点，在围道 内的极点有：

  类似的，对于 ，定义 即可，得到：

  最终，可以写出右边界marjorana波函数的形式：

  这个式子文章里称有两种衰减模式，一是以 为指标的， ,一是以 为指标的， 。考虑 的情况，得到

,得到：
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.
1

4(1 + cos(ka)) + V 2

J 2

⎛

⎝

⎜⎜⎜

2(1 + cos(ka))

 h.c. 

 h.c. 

− (1 + )V

J
eika

V 2

J 2

 h.c. 

−2(1 + cos(ka))

(1 + )V

J
e−ika

2(1 + cos(ka))

⎞

⎠

⎟⎟⎟ e
ika(j− )j′

(46)

z = eika

sinka

coska

= i
− 1Z2

2Z

= − 1
(Z + 1)2

2Z

j > j′ zj−j′

( , , , ) = , , , ,z1 z2 z3 z4

⎛

⎝
⎜⎜

−μ+ 4 ( − ) +Δ2 t2 μ2
− −−−−−−−−−−−−

√

2(Δ + t)

−μ− 4 ( − ) +Δ2 t2 μ2
− −−−−−−−−−−−−

√

2(Δ + t)

2(Δ + t)

−μ+ 4 ( − ) +Δ2 t2 μ2
− −−−−−−−−−−−−

√

−2(Δ + t)

μ+ 4 ( − ) +Δ2 t2 μ2
− −−−−−−−−−−−−

√

⎞

⎠
⎟⎟

= − (1 + ) ±z±
V 2

4J 2¯ ¯¯̄¯̄

V

2J
+ 2

V 2

4J 2

− −−−−−−

√

( > ;E = 0) =Gp xj xj′
1
2

1
−Δ2 t2

∮
|z|=1

dz

2πi
zj−j′

(z− ) (z− ) (z− ) (z− ) (z− ) (z− )z1 z2 z3 z4 z+ z−

× ( ) ⊗ .
−μz− t ( + 1)z2

Δ ( − 1)z2

−Δ ( − 1)z2

μz+ t ( + 1)z2

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜

(z+ 1)2

− (z+ 1)V

J

−(z+ 1)2

− z(1 + z)V

J

V 2

JJ 2

z(1 + z)V

J

−(z+ 1)2

(z+ 1)V

J

(z+ 1)2

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟

(47)

|z| = 1

， ，z1 z2 z+

( > ;E = 0) = M ( ) + M ( ) + M ( )Gp xj xj′
z
j−j′

+

( − ) ( − )z+ z1 z+ z2
z+

z
j−j′

1

( − ) ( − )z1 z+ z1 z2
z1

z
j−j′

2

( − ) ( − )z2 z+ z2 z1
z2 (48)

M(z) ≡ ( ) ⊗
1
2

1

−Δ2 t2

1

(z− ) (z− ) (z− )z3 z4 z−

−μz− t ( + 1)z2

Δ ( − 1)z2

−Δ ( − 1)z2

μz+ t ( + 1)z2

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜

(z+ 1)2

− (z+ 1)V

J

−(z+ 1)2

− z(1 + z)V

J

V 2

J 2

z(1 + z)V

J

−(z+ 1)2

(z+ 1)V

J

(z+ 1)2

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟

j < j′ z = e−ika

( ≤ ;E = 0) = − ( ) − ( ) − ( )Gp xj xj′
z

−jj′

+

( − ) ( − )z+ z1 z+ z2
M T z+

z
−jj′

1

( − ) ( − )z1 z+ z1 z2
M T z1

z
−jj′

2

( − ) ( − )z2 z+ z2 z1
M T z2 (49)

(x) = [ + + ] ψ(Na)ψR

( )M T z+

( − ) ( − )z+ z1 z+ z2
z
N−j+1
+

( )M T z1

( − ) ( − )z1 z+ z1 z2
z
N−j+1
1

( )M T z2

( − ) ( − )z2 z+ z2 z1
z
N−j+1
2 U

†
01 (50)

z+ z+
−j z1,2 z1

−j μ = 0

= − = iz1 z2
t−Δ

t+Δ

− −−−
√

( ) = exp[− ]+ exp[− ]ψR xj A
QM
R

(N − j)a

ξ+
ABCS

R

(N − j)a

ξBCS

= (−1 ( ) ψ(Na)A
QM
R )N−j z+

−z2
+ z2

1

M
T

z+ U
†
01

= [ ( ) + (−1 (− )] ψ(Na)ABCS
R

1
2z1

z1

−z1 z+
M

T
z1 )N−j −z1

+z1 z+
M

T
z1 U

†
01

(51)



  其中   以及   ，当小量 ，展开 到 的一阶得

到：

  之前对于QML的严格计算给出了： 。也就是：

  下面作图验证一下这些规律，第一当   Lieb-Kitaev 模型给出 。第二：观察函数写作

,因为QML:   , BCS: ，表示

boundary附近由BCS主导，内部由QML主导。第三：该QML衰减的斜率应当在 图上为：

 。

= −2a/ ln( )(t > Δ > 0)ξBCS
t−Δ

t+Δ
= −a/ ln| |ξ+ z+ V << J = −a/ ln| |ξ+ z+ V /J

= aJ/Vξ+ 2–√

→  when  → 0ξQM
2√

4
J

V

V

J

= 4ξ+ ξQM (52)

t = Δ,μ = 0 = 0ξBCS

lnψ(x) = ln(A +B )e−x/QML大量 e−x/BCS小量 aJ/V2–√ J >> V = −2a/ ln( ) = 2a/lnO(1)ξBCS
t−Δ
t+Δ

lnψ(x) = x/(a ∗ freedom)
V /6 J2–√


